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指数和

设 p 是素数, Fq 是含有 q = pa 个元素的有限域. 对于 f(x) ∈ Fq[x],
定义

指数和 Sk(f) :=
∑

x∈Fqk

ζ
TrFqk/Fp (f(x))
p ∈ Z[ζp].

我们要问:

作为一个复数, |Sk(f)| =?

作为一个 p 进数, |Sk(f)|p =?

作为一个代数整数, deg Sk(f) =?
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L 函数的有理性

我们今天来考虑第二个问题. 定义 f 的 L 函数为

L(s, f) := exp
(∑

k
Sk(f)

sk

k

)

定理 (Dwork-Bombieri-Grothendick)
L(s, f) 是有理函数.

2 / 21



指数和与 L 函数 二项式情形的 Dwork 迹公式 何时达到下界

指数和的变化

我们来修改和推广下指数和的定义. 设

ψm : Zp → C×
p 是一个阶为 pm 的加性特征;

ω−u : F×
q → C×

p 是一个乘性特征, 其中 ω 是 Teichmüller 提升,
0 ≤ u ≤ q − 2.

定义

Sk,u(f, ψm) =
∑

x∈F×
qk

ψm
(

TrQqk/Qp

(̂
f(x̂)
))
ω−u

(
NmFqk/Fq(x)

)
,

Lu(s, f, ψm) = exp
( ∞∑

k=1

Sk,u(f, ψm)
sm

m

)
.
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L 函数是多项式

定理 (Adolphson-Sperber, 李文卿, 刘春雷-魏达盛, 刘春雷)
如果 p - d = deg f, 则 Lu(s, f, ψm) 是次数为 pm−1d 的多项式.

记

Lu(s, f, ψm) =

pm−1d∑
n=0

ansn =
∏

i
(1− αis), Su,k(f) =

∑
i
αk

i .

为了了解 Su,k(f) 的 p 进性质, 我们需要了解 αi 的赋值. 而它们正是该
L 函数的牛顿折线的斜率, 其中牛顿折线是指所有(

n, ordp(an)
)

的下凸包.
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T 进指数和和 T 进 L 函数

为了统一考虑不同 m 对应的牛顿折线, 我们引入 T 进指数和和 T
进 L 函数:

Sk,u(f,T) =
∑

x∈F×
qk

(1 + T)
TrQqk/Qp (̂f(x̂))ω−u

(
NmFqk/Fq(x)

)
,

Lu(s, f,T) = exp
( ∞∑

k=1

Sk,u(f,T)
sk

k

)
∈ 1 + sZqJTKJsK.

我们有 Lu(s, f, ψm) = Lu(s, f, πm), 其中 πm = ψm(1)− 1.
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特征函数

注意到 Lu(s, f,T) 是一个形式幂级数, 想要建立它和原始的 L 函数
的牛顿折线的联系不够方便. 定义特征函数

Cu(s, f,T) =

∞∏
j=0

Lu(qjs, f,T) ∈ 1 + sZqJTKJsK,
则

Lu(s, f,T) =
Cu(s, f,T)

Cu(qs, f,T)
.
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牛顿折线的关系

记

NPu,m(f) = Cu(s, f, πm) 的 π
a(p−1)
m 进牛顿折线 (不依赖 ψm);

NPu,T(f) = Cu(s, f,T) 的 Ta(p−1) 进牛顿折线.
H∞

[0,d],u 为扭霍奇折线, 其斜率为 n
d + 1

bd(p−1)

∑b
k=1 uk, n ∈ N, 其中 b

是满足 pbu ≡ u mod q − 1 的最小正整数,

u = u0 + u1p + · · ·+ ua−1pa−1, 0 ≤ ui ≤ p − 1.

这样规范化后的牛顿折线满足

NPu,m(f) ≥ NPu,T(f) ≥ H∞
[0,d],u.

由定义可知 NPu,m(f) 完全由它在 [0, d − 1] 上的值决定.
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二项式情形的已知结果

现在我们考虑 f(x) = xd + λxe 的情形. 由于 (d, e) > 1 时可以化归
到扭的情形, 我们不妨设 (d, e) = 1. 如下情形是已知的:

u = 0:
p ≡ 1 mod d, 此时 NPu,m(f) = H∞

[0,d],u.
e = 1, 有很多人计算过, 不在此列举.
e = d − 1, p ≡ −1 mod d, 欧阳毅-张.
e = 2, p ≡ 2 mod d, Zhang Qingjie-牛传择.

任意 u, e = 1, 刘春雷-牛传择.
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p 进 Artin-Hasse 函数

我们需要 T 进 Dwork 迹公式来计算牛顿折线. 定义

E(X) = exp
( ∞∑

i=0

p−iXpi

)
=

∞∑
n=0

λnXn ∈ ZpJXK,
Ef(X) = E(πXd)E(πλ̂Xe) =

∞∑
n=0

γnXn,

则
γk =

∑
πx+yλxλyλ̂

y,

其中 (x, y) 取遍 dx + ey = k 的所有非负整数解.
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T 进 Dwork 半线性算子

定义

Bu =

{∑
v∈Mu

bvπ
v
d Xv | bv ∈ ZqJπ 1

d(q−1) K → 0(π进)

}
, Mu = u

q−1 + N,

ψ : Bu −→ Bp−1u,
∑

v∈Mu

bvXv 7−→
∑

v∈Mp−1u

bpvXv,

则
Ψ := σ−1 ◦ ψ ◦ Ef : Bu → Bp−1u

是一个半线性算子, 其中 σ ∈ Gal(Qq/Qp) 是 Frobenius. 那么它定义了
B :=

⊕b−1
i=0 Bpiu 上的算子, 且 Ψa 是 ZqJπ 1

d(q−1) K 线性的.
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T 进 Dwork 迹公式

定理
我们有

Cu(s, f,T) = det
(
1−Ψas | Bu/ZqJπ 1

d(q−1) K) .
因此 Cu(s, f,T) 的 T 进牛顿折线是(

n, 1bordT(cabn)

)
, n ∈ N,

的凸包, 其中

det
(
1−Ψs | B/ZpJπ 1

d(q−1) K) =

∞∑
i=0

(−1)ncnsn.
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矩阵表达

记 sk ≡ pku mod q − 1, 0 ≤ sk ≤ q − 2. 设 ξ1, . . . , ξa 为 Qq/Qp 的一
组正规基, 则 {

ξv(π
1
d X)

sk
q−1

+i
}
(i,v,k)∈N×Ia×Ib

是 B/ZpJπ 1
d(q−1) K 的一组基, 对应的矩阵为

Γ =
(
γ(v, sk

q−1
+i),(w,

sℓ
q−1

+j)

)
N×Ia×Ib

=


0 Γ(1) 0 · · · 0

0 0 Γ(2) · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · Γ(b−1)

Γ(b) 0 0 · · · 0

 .

因此 cbn =
∑

A∈An det(A), An 为全体 bn 阶主子式, 且 A(k) = A ∩ Γ(k)

均为 n 阶.
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进一步化归

我们有

ξσ
−1

w γ
(

sk−1
q−1

+i, sk
q−1

+j)
σ−1

=

a∑
u=1

γ
(v, sk−1

q−1
+i),(w,

sk
q−1

+j)ξv,

其中
γ
(

sk−1
q−1

+i, sk
q−1

+j) = π
sk−sk−1
d(q−1)

+ j−i
d γpi−j+u−k .

于是

ordπ

(
γ
(v, sk−1

q−1
+i),(w,

sk
q−1

+j)

)
≥ ordπ

(
γ
(

sk−1
q−1

+i, sk
q−1

+j)

)
=

sk − sk−1

d(q − 1)
+

j − i
d + ϕ(pi − j + u−k),

其中 ϕ(n) = min {x + y | dx + ey = n, x, y ∈ N} ∈ N ∪ {+∞} .
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再进一步化归
引理 (主子式赋值)
对于 τ ∈ S∗

n 和整数 t, 我们有

n∑
i=0

ϕ(pi − τ(i) + t) ≥ d−1

(
(p − 1)n(n + 1)

2
+ (n + 1)t + (d − e)Ct,n

)
.

其中 (x 指 x mod d 最小非负剩余)

Ct,n = min
τ∈S∗

n

n∑
i=0

e−1(pi − τ(i) + t) =
n∑

i=0

(Ri,α + ri,α)− dCt,n,α,

Ri,α = e−1(pi + α), ri,α = e−1(t − α− i)

Ct,n,α = max #
{

i ∈ I∗n | Ri,α + rτ(i),α ≥ d
}
.
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牛顿折线的下界

对于 A ∈ Aa(n+1), 设 R 为其指标集, 则

det(A) =

b∏
k=1

det(A(k)) =
∑
τ

sgn(τ)
∏
i∈R

γi,τ(i),

其中置换 τ 满足 τ(R(k−1)) = R(k). 它的每一项赋值不小于

Sτ
R ≥ d−1

b∑
k=1

∑
i∈R(k−1)

(
(p − 1)i′ + (d − e)e−1(pi′ − τ(i)′ + u−k)

)
.

这里 i′ 表示 i ∈ N× Ia 的第一个分量. 根据前面的估计, 我们有

Sσ
N ≥ ab(p − 1)Pu,e,d(n + 1),

其中 N := I∗n × Ia × Ib, Pu,e,d 为由前述估计给出的折线. 若对任意 τ , 存
在 σ 使得 Sτ

R ≥ Sσ
N , 那么 Pu,e,d 就是牛顿折线的一个下界.
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牛顿折线的下界

记 m = #(R\N ), T = (N\R)∪ τ−1(R\N). 选择 σ 使得在 N\T 上
和 τ 相同. 则

d(Sτ
R − Sσ

N )

≥

 ∑
i∈R\N

−
∑

i∈N\R

 (p − 1)i′ −
b∑

k=1

∑
i∈T∩N (k)

(d − e)e−1(pi′ − τ(i)′ + u−k)

≥m(p − 1)− 2m(d − e)(d − 1) > 0, p > (d − e)(2d − 1).
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何时达到下界

模掉更高阶项后, 我们有

cab(n+1) =
∑

A∈Aa(n+1)

det(A) ≡ det
(
(γi,j)i,j∈N

)

=± Nm
( b∏

k=1

det
(
γ
(

sk−1
q−1

+i, sk
q−1

+j)

)
i,j∈I∗n

)

= ±Nm
( b∏

k=1

det(γpi−j+uk)i,j∈I∗n

)

≡ ±πab(p−1)Pu,e,d(n+1)Nm
( b∏

k=1

λ̂vuk,nhn,k

)
,
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Hasse 常数

其中

hn,k :=
∑

τ∈S◦
uk,n

sgn(τ)
n∏

i=0

1

xτuk,i!y
τ
uk,i!

,

dxτuk,i + eyτuk,i = pi − τ(i) + t, 0 ≤ y ≤ d − 1.

因此当且仅当所有的 hn,k ∈ Z×
p 时,

NPu,m(f) = NPu,T(f) = Pu,e,d.
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一个例子

当 e = d − 1 时, 若 p > (d2 − d − 1)order(ω−u), 我们有

hn,k ≡ det
(

1

(−d−1evi + uk(1− d−1e)− j)!(vi + j)!

)
≡

n∏
i=0

(
d−1e(i − t) + t

)
i(

−d−1evi + uk(1− d−1e)
)
! · (vi + n)!

·
∏

0≤i<j≤n
(vi − vj) 6≡ 0mod p.

因此此时 NPu,m(f) = NPu,T(f) = Pu,e,d.
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一个猜想

猜想
若 p 相对 d 和 ω−u 的阶都很大, 则 NPu,m(f) = NPu,T(f) = Pu,e,d.
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感谢各位的倾听!
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